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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de
la présentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorise.
Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme
s’il n’a pu étre démontré.

N.B. Le sujet comporte un exercice et deux problémes, totalement indépendants.

Exercice

est intégrable sur ]0,1].

Int
1. Montrer que, pour tout * >0, t+— FEn
T

On pose alors

Lot

2. Montrer que l'application f est de classe C* sur )0, + oof.
In(l1+z)—Inz
- .

3. Montrer que, pour tout z > 0, o=
4. Montrer que, pour tout z > 0,

£(&) + F(2) = —5(ma)? + 2£(D).

1
5. (a) Soit k € N. Calculer I'intégrale I = / t*Int dt.
0

~ —
(b) Montrer que, pour tout z > 1, f(z) = Z e~
5

n=1

(c) Montrer que f(z) ~ —l.

T—+00 by

(d) En déduire un équivalent simple de f au voisinage de 0.

Probléme 1
Partie I

Soit (an),cn une suite complexe telle que la série entiére Zanzn ait un rayon de
n>0
convergence infini.
1. Soit z € C*. Montrer que la série Z(n + 1)a,412" converge absolument.

n>0
n+ln 4 1)

z

(On pourra écrire pour tout r > |2|, (n +1)apt12" = Qngprr™ (r)
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2. En déduire que le rayon de convergence de la série entiére Z(n +1)an12" est infini.

n>0
3. On pose pour tout z € C:
+oo +oo
Bz} = Zanzn et Si(z)= Z (n+1) a2
fi== n=0

Soit 2o € C et f : R* — C, Papplication définie pour tout (r,0) € R? par:
f(r0) =8 (20 + re®).

(a) Montrer que f est continue sur R2.
(b) Montrer que f admet une dérivée partielle premiére par rapport & r donnée par :

of

- (r0) = €”S1 (20 +re®).

(c) Montrer que f admet une dérivée partielle premiére par rapport 4 6 donnée par :
) o ‘
Jg— (r,0) = ire® Sy (2o + re?) .

(d) En déduire que f est de classe C* sur R? et vérifie Péquation aux dérivées
partielles:
SO Oof

ror (n8) +iz: (1) =0.

Partie I1

Soit f: (r,0) — f (r,0) une application de classe C* sur R? telle que, pour tout r € R,
Papplication f.: R — C, 6+ f(r,0) soit 2r-périodique.
On pose, pour tout n € Z,

T 2m

Uy, (1) = ok flr8)e 4o,

1. Montrer que, pour tout (r,§) € R?,

F(r0) =uo(r) + ) (un (r) €™ + u_y, (r) e~ .

n=1

2. Montrer que, pour tout n € Z, 'application u, : R — C, r s Uy, (), est de classe
C* sur R et que, pour tout r € R,

2 af

/ —ing
B br) == 27r o {r@)e"" db.

3. Dans cette question on suppose que, pour tout (r,0) € R?,

Of OF o =
r oy (10) +izg (1,8) = 0.

(a) Soit n € Z. Montrer que, pour tout 7 € R,

Uy, (1) — nuy, (r) = 0.
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(b) En déduire que, pour tout n € Z, il existe a, € C tel que pour tout r € R%,
A UF) g™,

(c) Montrer alors que, pour tout r € Ry,

ey gneN,
un(r)—{ 0 #n<lo.

(d) En déduire que, pour tout (r,0) € Ry x R,

+00

I (r,0) = E arem™,

n=0
Partie I11

Soit F': C — C une application. On lui associe I'application f : R? — C définie, pour
tout (r,0) € R?, par

fird)=F(re").
Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La fonction f est de classe C" et vérifie 'équation :

of af
U (r,6) + 59 (n,0) = 0.
(ii) 11 existe une suite complexe (a,),, telle que:
+00
V2eC, F(z) = Zanz".

n=0
(iii) Pour tout zo € C, il existe une suite (b,), telle que:

+00
Vz € C, F (2) =an(z—zo)",
n=0

Probléme II

Dans ce probléme (E, || - ||) désigne un espace vectoriel normé de dimension finie, A une
partie de E et f: A — A une application.

~ Soit k > 0. On dit que f est k-lipschitzienne sur A si

Ve,ye A, || fl@)-f)lI<klz—-y].

- Si f est k-lipschitzienne et k €]0,1], on dit que f est k-contractante.
— On rappelle que toute application k-lipschitzienne sur A est continue sur A.
~ Pour p entier naturel, on note fP : A — A Uapplication définie, pour tout x € A, par:

fPl@)y=zetsip>1, fP(z) = fofo---o f(x).

p fois
Partie I

Dans cette partie, on suppose que A est une partie fermée de F et que f est k-
contractante.

On considére la suite (z,,)n>0 définie par:

To. € A,
Tnt1 = f(zn), n € N
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Montrer que, pour tout n € N,
| Zntr — Tn | E” || 21 — 0 || -

Montrer alors que la série Z(xn+1 ~ Z,) est convergente.
n>0
En déduire que la suite (z,),>0 est convergente. On note £ sa limite.
Montrer que £ € A et que f(£) = Z.
On suppose que f admet deux points fixes £ et £'. Montrer que £ = £’
n

Montrer que, Vn € N, || z, — £ ||< gy

(a) Montrer que les applications sinus et arctangente sont 1-lipschitziennes sur R.

| 21— || -

(b) Montrer que le systéme
dr = sin(z +y)
{ 3y = 3+ 2arctan(z —y),
admet une unique solution dans R2.
(On pourra considérer une application de R? dans R? muni de la norme || (z,y) ||= |z| + ly|)
Soit g : A — A. On suppose qu'il existe p € N* tel que g” soit k-contractante.
Montrer que g admet un unique point fixe. ‘

Partie 11

Dans cette partie, A désigne la boule unité fermée de E: A={z € E, / ||z | <1},

et f

: A —> A une application I-lipschitzienne.

1
On consideére la suite de fonctions (f,),>1 définie sur A par f, : z+— (1 - 5) Fla)

1.
2
3.

4.

Montrer que la suite (f,)n>1 converge uniformément vers f sur A.

Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique élément z,, de A vérifiant f,(z,) = z,.
En déduire que Papplication f admet un point fixe.

(On pourra extraire une sous suite convergente de (Tn)n>1)-

A-t-on, nécessairement, ’unicité du point fixe de f.

Partie 111

Dans cette partie, A désigne la boule unité fermée de E, b € A et u un endomorphisme
de E tels que pour tout z € A, |ju(z) +b|| <1.Onposealors f : A — A

z —> u(z)+b

Pour tout entier naturel non nul n, on note g, 1'application définie sur A par:

1.
2.

Qnl{2) o= %(a&l—f(z) +f2(gg) +"‘+fn*1(sc)).

Montrer que, pour tout entier non nul n, g,(A) C A.
Montrer que

2
Vne N Vyeg,(4), || fly) -y < -

Soit a € A. Montrer que la suite (f (g, (a)) — gn (a)),~, converge vers 0.
En déduire que I'application f admet un point fixe. -
Montrer que, si z est un point fixe de f, alors x est un point fixe de g, pour
tout n > 1.
En déduire que I’ensemble Sy = ﬂ gn(A) est non vide.
n>1
Montrer que Sy est exactement ’ensemble des points fixes de f .
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